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Voir correction —

Exercice 1

Calculer les intégrales suivantes :

a) /01(t3 + 4t) dt

4
b)/ ™ du
-3

© 1
d
C)/Z 3422 *

2 3t
(§]
d —_—
)/0 6 + ¥
*

f) /32 cos(mzx) do

Voir correction —

Exercice 2

Calculer les intégrales suivantes :

2
a) / lz| x (2 +1)dx

-2

2
b) / (8“’5;4(1:5
1

x? +1x)?

S |
¢ —d
) /0 (u+1)3 b
In(3) 3621

d ——=d
Vo AreE

e)/ 2 cost(sint)* dt

—T

1 -
f) / (622 — 4o — 3) e da
0

Pour la derniére intégrale, on pourra chercher une primitive de la fonction a intégrer sous la forme F'(x) = (ax + b) e~

*

Voir correction —

Exercice 3

On considere les intégrales I = / —
e

1) Calculer I +Jet I —J

2) En déduire les valeurs de I et J

|
dzr et J = / dx.
o €*¥+2

*

Exercice 4

On considere la fonction f: z —

1) Déterminer a et b tels que f(x) = ae® +

0
2) En déduire/ f(x)dx
~1

X

P pour tout réel x.

*

Voir correction —

Voir correction —

Exercice 5

n
On consideére la suite (u,,) définie pour tout n € N par w,, = / e~*" dz. On ne cherchera pas a calculer u,,.
0

1

3
4

Montrer que (u,,) est croissante

P . e
En déduire que pour tout entier naturel n on a u, < =

2

*

)

2) Démontrer que pour tout réel z > 0, on a : —r2 < 2z + 1, puis e_‘”2 < g 2o+l
)
)

Démontrer que la suite u,, est convergente. On ne cherchera pas a calculer sa limite.

Voir correction —

1
Soit I,, définie pour tout n € N par I, = /
0

Exercice 6

xn

1+

dx.

1) Sans chercher & calculer I, , montrer que lim I, =0
n—+4oo

2) Calculer I, + I, 41

Détermi li
3) Déterminer Jm ;

" (-
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*
Exercice 7 Voir correction —
x
Soient f la fonction définie et dérivable sur I'intervalle [0; +-00[ par f(z) = ——, et la suite (/,,) définie pour tout entier
er —x

n
naturel n par I,, = / f(z) dz. On ne cherchera pas a calculer la valeur exacte de I, en fonction de n.
0

1) Etudier la fonction z sur [0; +o0o[ et en déduire son signe.

e:E —
2) Montrer que la suite (I,,) est croissante

efl‘
3) On admet que pour tout réel z de I'intervalle [0; +o00[, e —z > 5

n
a) Montrer que, pour tout entier naturel n, I, < / 2cze " dux.
0

b) Soit H la fonction définie et dérivable sur [0; +o00] telle que H(z) = (—x — 1)e™?.
Déterminer la fonction dérivée H' de la fonction H
¢) En déduire que pour tout entier naturel n, I, < 2

4) Montrer que la suite (I,,) est convergente. On ne demande pas la valeur de sa limite.

*
Exercice 8 Voir correction —

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b]. Montrer que

bf(x)g(x)dx 2§ b(f(m))zdx b(g(x))zdx
/ / /

b
Indication : considérer le signe de / (Af(x) + g(x))? dz en fonction de \.

* *
Exercice 9 Voir correction —

1:4
Calculer la dérivée de f: z+— / e Vide.
x2

Indication : on pourra considérer une primitive F de x — ¢~V® sans chercher de formule explicite pour cette fonction.

* *
Exercice 10 Voir correction —

(Inégalité de Young) Soit f: RT™ — R une fonction dérivable et strictement croissante telle que f(0) = 0.
z f(@)
1) Pour tout > 0, montrer que / ft)dt + / ) dt = zf(2)
0 0
a b
2) En déduire que Va,b > 0, / fl&)dt+ / fHt)dt > ab.
0 0

* X %
Exercice 11 Voir correction —

(D’aprés Oraux ENS 2019) Pour tout z € [0, 1], on définit la suite (f,,(2))nen de la maniére suivante. On définit la
fonction fy : x € [0,1] — 1 et pour tout n € N, x € [0, 1],

fop1(x) =14 /Of fo(t —t3)dt

1) Déterminer les fonctions f1 et fo
2) Soit z € [0,1] fixé. Etudier le sens de variation de (f,())nen.

3) Montrer que, pour tout n € N*, pour tout z € [0,1], 1 + x < f,,(z) < €.

5) Montrer que V(z,y) € [0,1]%, |f(z) — f(y)| < el|z — 9

)
)
)
4) Montrer que, pour tout x € [0,1], la suite (f,(x))nen converge vers une limite que I'on notera f(z).
)
6) En déduire que la fonction z — f(z) est continue sur [0, 1].
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Intégration par partie

*
Exercice 12 Voir correction —

Calculer les intégrales suivantes a l'aide d’une intégration par partie :

a) /Ol(x+1)e”3dx c) /lethmzdx e /jzln(t)dt

t
T In2 5
b) / rsinz d) / (2% 4 3z)e” f) / ¥ sin df
0 0 0
* *
Exercice 13 Voir correction —

Calculer les intégrales suivantes a I'aide d’une intégration par partie :

2) /1 nde b) /1 () 0 /0 " arctan(u) du

* *
Exercice 14 Voir correction —

b
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C!. On pose I,, = / f(t) sin(nt) dt.

N 1
1) A Taide d’une intégration par partie, montrer que I, = u, + —J, ol u, est une suite qui tend vers 0 et J,, =
n

/ 1 (t) cos(nt) d

) Montrer que la suite (J,,) est bornée.
3) En déduire lim I,.
n—-+oo

*
Exercice 15 Voir correction —

1
On pose pour tout n € N*, I, = / u™ e* du.
0
1) Montrer que lim I, =0
n—-+oo

2) Pour tout n € N*, déterminer une relation de récurrence entre I, et I, ;1.
3) Trouver un équivalent simple de I, lorsque I’entier n tend vers I'infini.

*
Exercice 16 Voir correction —

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C* telle que f(a) = f(b) = 0. Soit M = sup,c(, 5 [f(t)], c’est & dire un réel tel
que Vt € [a,b], |f'(t)] < M.

/abf(t)dt <

2) Déterminer dans quel(s) cas ’égalité précédente est une égalité.

(b—a)?
4

1) Montrer que M

Changement de variables
*

Exercice 17 Voir correction —

Calculer les intégrales suivantes a I'aide du changement de variable indiqué :

1 2 1/3
2t In(t% + 1
1)/%&, u=12+1 3)/ _a !
o tPH1 s tVE2Ft t

8t

— Vi=1t'/3 4) LA t
u = = u==ec
Vi+t o €

+et’
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* *
Exercice 18 Voir correction —

Soit 7' > 0 un réel et soit f une fonction périodique de période T sur R. Montrer que pour tout (a,b) € R?,

/aa—i-T f(o)do = /bb+T fo)do

*
Exercice 19 Voir correction —

1) A T'aide du changement de variable u = g — t, démontrer que

2 cos(t) B 2 sin(t)
/0 sin(t) + cos(t) di = /0 sin(t) + cos(t)
sin(t)

z 1
2
2) En déduire que /0 m = %, puis en déduire la valeur de /0

Indication : on pourra utiliser le changement de variable x = sin(t)

™

dx
V1i—22 42

* X %
Exercice 20 Voir correction —

z

Pour tout n € N, on pose W,, = / sin” (z) dz, appelée intégrale de Wallis.
0

Le but de cet exercice est d’étudier la suite (W,,)nen ot

1) Calculer Wy et Wy.
2) Montrer que (W,,) converge.

T 3
3) En posant t = 5~ montrer que pour tout n € N, W,, = / cos™(t) dt
0

4) En déduire Ws.

X 1ss L . . +1
5) A T'aide d’une intégration par partie, montrer que pour tout n € N, W, 1o = LJFQ -
n

6) En déduire que pour tout n € N, (n + 1)W,,W,, 11 = g
7) Mont im W, =0, lim — — 1 et Tim AW, =/~

ontrer que lim W, =0, lm n+1—,en$r£m Wa=,/3-

2n)!
8) Montrer que pour tout n € N, Wy, = 22(”(7;)')27;
Sommes de Riemann
*
Exercice 21 Voir correction —

2 1+ cos(2t)

1
1) A l'aide du changement de variable sin(t) = =, montrer que / V1—22dz = / 5 dt
0 0
"2 — k2
2) En déduire la valeur de lim Z n72
n—-+00 o1 n
*
Exercice 22 Voir correction —

1
1) Calculer / In(1 4+ z)dx
0

1
2n)1\ ™
2) En déduire, & 'aide d’une somme de Riemann, la limite de (u,,) définie pour tout entier n > 1 par u,, = ( — )')
n"n!
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Correction de 1’exercice 1 :

2)

c¢) La dérivée de = — In(3 + 2x) est z —

d) La dérivée de t — In(6 + e3') est t — 6o donc une primitive de ¢
e

. 7 2
e) La dérivée de u — e T2

3+ 2z

2 ¥ 1 3t
_  _dt=|=1n(6
A 6+ % [3n(+e>L

2 . o .
est u > 2ue* T2, donc une primitive de u — bue

Correction des exercice

5eld

donc une primitive de x —
+ 2z 3+ 2z

0

! dm:[lm@+2@}

2 2

1 1
= 5B +2x0) ~ 5 In(3+2x2)

1
= 5(n(3) (7))

—lln 3
2 7

3t 3t

6 + e3t

2

= L((6+ %) ~ (6 + <)

—lln 6+ ¢°
3 7

u2+2

0 2 5 .2 0
/ Sue 2 dy = [ e +2}
—1 2 —1

5
= 5(62 —e?)

1
est x — —
2

est |—>5e
st u —
2

In(3 + 2x)

1
est ¢ o In(6 + e3t)

u2+2
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/_ 32 cos(nz) = [i sin(ﬂx)] 32

= %(Sin(:gﬂ) — sin(—27))

Correction de 1’exercice 2 :

a)

2 0 2
/ |z (22 +1)dz = / lz| (2 + 1) dz + / |z](2® 4 1) dz d’apres la relation de Chasles
-2 -2 0

= /0 (—x(z? + 1))dx+/02x(9v2 +1)dz

-2

car sur U'intervalle [—2,0] on a |x| = —z et sur 'intervalle [0,2] on a |z| = .

—92)4 —9)2 24 92
B N AW
4 2 4 2
=12
2 1
b) La dérivée de = — estxH—L
2+ (22 + z)?
/2 8z + 4 [ -4 7
1 (@2 +a)? w2+,
4 —4
T2242 1241
-2
= — 42
3 +
_4
3
c) La déri éedeu»—>71 (w+1)"2 est ur— —2(u+1)"3 —2
Vi = - = .
(w1 (s 1)
L1 2
(u+1)2],

[ e |
1
2

2
((0+11)2 - (2431)2)

X

©| o

2 6290 6295

WIte item

6/77

d) La dérivée de x — V1 + €2% est x +—
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On a donc

In(3)

1[1(3) 362;1; 5
/0 mdxf[?)\/lJre }

= 3(V1+e2"B) — /1 +¢0)
=3(V1+32—V1+1)
=3v10 — 3v2

T 2 . ts ™
/2cost(sint)4dt {(s15n)}

2
= g((sinﬂ)g’ — (sin(—m))®)
=0
f) On suite I'indication de 1’énoncé, et on cherche une primitive de f : x — (622 — 42 — 3) e~ sous la forme F : z
(ax +b)e™*
Soient a et b deux réels, et soit F' : x — (ax + b) e~®". F est dérivable sur R et
F'(z) =ae—2% — 2z(ax +b) e~

= (—2az® — 2bz + a) e’

—2a = 6
Par identification des coefficients, F' est une primitive de f si —2b = —4 , ce quiest vrai avec a = —3 et b = 2.
a = —3

Ainsi, F':z+— (=32 +2) e~ est une primitive de f. On a donc

1
/ (622 — 4z —3)e * dz = [(-3z+2)e "
0

=—e 12
=—e -2
Correction de 1’exercice 3 :
1) On a d’une part :
1 1
T 4+1 1
I+J :/ i dx—i—/ dx
0 €*+2 o €¥+2
T 4+1 1
= / il + dx car on integre sur le méme intervalle
0o \e*+2  e* 42

1
:/ e.+2dx
0 e'L+2
1
:/ ldz
0

et d’autre part :

722
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1
ci1 1
I—J:/ el da
0 e’”—|—2 e’”—|—2

1 T
= / ¢ dx
0o €¥+2

= [In(e” +2)];

=In(e+2) — In(3)

(e—|—2>
=In| —
3

I+J =1
2) On résout le systéme I—J = (e+3>
3
2
I+J = 1 21 = 1+ %
e?+2\ =
_ — 2
I=J 1“(3) 2] = 1-In(S2
3
1 e+2
I = —(1+1
(o (55°)
e

Correction de 1’exercice 4 :

1) Soient a et b deux réels. On a

et 4 e _ae (e +2) + be

er +2 e’ +2
_ae* +(2a+b)e”
N er +2
d dition suffisant ir f(z) = L t b soient solution du syst a =1
onc une condition suinsante pour avoir r)=ae e +2 est que a € so1ent solution du systeme 2a+b —

par identification des coefficients.

azl{:>a:1
2a+b = 0 b = -2

2 xT
donc f(z) =e* o 3_2.
2)
0 0 2e”
/ flx)dx = / e’ — dx d’apres la question précédente
1 1 er +2

= [ —2In(e” —1—2)](11
= (e” —2In(e” 4+2)) — (e7! —2In(e! +2))

=1-2In(3) —e ' +2In(e”* +2)

—2ln<e 3+ )—i—l—el

(D& 8/77
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=2In(1+2e) —In(9) —2+1—e!

‘:21n(1+2€)—ln(9)_1_e_1‘

Correction de 1’exercice 5 :

1) Pour tout entier naturel n, on a

n+1 2 n 2
Up+1 — Un :/ e " dx —/ e " dx
0 0

n+1 2
= / e ¥ do
n
n+1

Or, Vz € [n,n + 1], e~ > 0 donc / e dz > 0.
n
On en déduit que la suite (u,,) est strictement croissante.

2) Pour tout réel z, 22 —2r + 1= (z — 1) > 0, donc —2? < —2x + 1.

. . 7’ . 7’ . — 2 —
La fonction exponentielle étant croissante sur R, on en déduit que e < e~2¢+1,

3) Pour tout entier naturel n, on a

n 2
un:/ e ¥ dx
0

n
2
< / e 2l dy car Vz € [0,n], e=® < e 2**! d’aprés la question précédente.
0

_1 672x+1 "
2 0

IN

_672n+1 e
G
- 2 2

e e—2n+1
< 2 _
-2 2

—2n+1

(&3 e

§§ carVnGN,T>O

e
4) La suite (u,) est croissante d’apres la question 1 et majorée par B d’apres la question 3, on en déduit donc que (uy,)
converge.

Correction de 1’exercice 6 :

1
1) Pour tout z € [0,1], 1 +z > 1 donc ] <1.
x

On en déduit que Vz € [0,1],Vn € N, o <azm.
142
Ainsi,

1
Vn € N, Ing/ " dx
0

xn-l—l 1
< |7+]
n+1],

1
<
“n+1
xn
De plus, pour tout z € [0, 1], 5= > 0 donc I, > 0 comme intégrale d’une fonction positive.
x

Finalement, comme lim

= 0, on en déduit par encadrement que lim I, =0.
n—+4o0o N, + 1 n—+oo

QOB

BY NC 9/??
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2) Pour tout entier n, on a

1 n 1 n+1
X X
I, + 1,1 = d d
T /0 I+a er/o Tvae

1 " ZL.n+1
= / — 4 dz car on integre sur le méme intervalle

/1 " +x7L+1
S s .

1
:/ x”l—i_xda?

1
= / z" dx
0

1
n+1

(71)k+1

3) Pour tout n € N*, posons S, = Z A

k=1

1
D’apres la question précédente, on a pour tout n € N, I, = e I,,. On a donc
n

L=1-1,
Ig:%—]l
:%—l-i-fo
13:%— 2
L,
Q:i—g
:%—% - —1+1

Montrons par récurrence que pour tout n € N, S,, = Iy + (=1)"*11,.

(-1)?
1
— Hérédité : Supposons que la relation soit vraie pour un certain entier n € N*.

Alors S, = Iy + (—1)"T11,,.
(_1)n+2

— Initialisation : S| = =1 d’une part, et d’autre part Iy + (—1)!T11; = Iy + I; = 1 d’aprés la question 2.

En ajoutant de chaque c6té, on obtient

(=)™ -~ (=D +1 (-1)"+2
_— - =] —1\* T _—
n+1 +; L O+( ) nt n+1
(-1)?

Spi1 = Iy + (=1)*(—1,
=D+ () (Lt =)

Sna1=To+ (—1)" T4

Sp1=1Io+ (=1)" 1,44

© 10/77
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donc la relation est vraie au rang n + 1.
— Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € Non a S,, = Iy + (=1)"*11,,.

1 0 1
T 1
De pl I, = do = dz = [In(1 + 2)]{ = In(2).
e plus, on a Iy /01 . T /01 . x [Il( 33)]0 n(2)

Comme lim I, =0 d’aprés la question 1, on en déduit que S,, converge et lim S, = Iy = In(2).
n——+4oo n—-+4oo

Correction de 1’exercice 7 :

1) On admet que f est définie sur [0, +oo[, elle est donc dérivable comme quotient de fonctions dérivables et

e’ —x — x(e” —1)

e*(1—x)
(o 2

Pour tout x € [0;4+00], €® > 0 et (e® —x)? > 0 donc f/(x) est du méme signe que 1 — .

De plus, f(0) =0 et f(x) Mete e% donc mginoo f(x) = 0 par croissance comparée.

On en déduit le tableau de variations suivant :

0 0
ainsi, Vx € [0, +o0[, f(x) > 0.
2) Pour tout entier naturel n,
n+1 n
In_,_lffn:/ f(z)dxf/ f(z)dx
0 0

n+1

:/ f(z)dx

>0 car Vz € [n,n + 1], f(z) > 0 d’apres la question précédente.

La suite (I,,) est donc croissante.

r 1 2
3) a) On admet que Vz € [0; +o0[, ¥ —x > ¢ OnadoncVz € [0; +o0f, < — =2e7 " donc <2xe "
2 et —x T e’ e’ —x
n
Ainsi, pour tout n € N, I,, < / 2z e~ " dx par croissance de l'intégrale.
0
b) H est dérivable sur [0; +o00] comme produit de fonctions dérivables et H'(z) = —e™* —(—x —1)e " = ze 7.

¢) On déduit de la question précédente que 2H est une primitive de z — 2ze~*, donc
" n
/0 2we™ = [2(—z —1)e™"],

<2 carVn € N; 2(—n—1)e ™" <0

n
ainsi, pour tout n € N, I, < / 2ee P dr <2
0

d) (I,,) est croissante d’apres la question 2 et (I,,) est majorée par 2 d’aprés la question 3.c, on en déduit donc que
(I,,) converge.

© 1122
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b
Correction de ’exercice 8 : On étudie la fonction ¢ : A — / (AMf(2) + g(x))* da.

Pour tout z € [a,b], (\f(z) + g(x))? > 0, donc p(x) > 0.
De plus,

b
VAER, o()) = / (2(F(2))? + 27 (@)g(x) + (g(a))?) e

b b b
= )\2/ (f(x))? dx + 2)\/ f(z)g(x)dx + / (g(x))*dz par linéarité de I'intégrale

On en déduit que ¢ est une fonction polynéme de degré 2 qui est toujours positive d’apres la premiére remarque.
Ainsi, le discriminant de ¢ est nécessairement négatif (ou nul).
On a donc

b 2 b b
4( / f<x>g<x>> 4 / (f(2))? da / (9(x))* <0
4 < / bf(w)g(w)>2 <4 / (@) da / '(g(a))2do

b 2 b b
( / f(x)g(x)> < [(@)ds [ (gl o
d’ou le résultat demandé.

Correction de I’exercice 9 : ¢ — e~ V% est une fonction continue donc elle admet une primitive.
Pour tout x € R, on a

4

flz) = /: e Vit

= F(2*) — F(2?)

ot F est une primitive de z — e~ V%,
Ainsi, f est dérivable sur R comme différence de composée de fonctions dérivables sur R, et

Vo € R, f'(z) = 42®F'(2*) — 22 F'(2?)

4z e~ Vet _9pe=Ve?

|| ||

3 —|z|? -
=4x°e —2ze

Correction de 1’exercice 10 :

1) Dauns la figure ci-dessous, on représenta la fonction f. L’intégrale / f(t) dt est colorée en bleu et l'intégrale / ) dt
0 0

est colorée en vert. En effet, la courbe de f~! s’obtient par symétrie axiale par rapport & la droite y = x, et cette
derniére intégrale est donc ’aire entre la courbe de f et 'axe des ordonnées. La somme de ces deux aires est alors égale
a celle du rectangle de coté = et f(z).

© 1222
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1 f(=z)
[ i
. Jo

/0 " F)dt

X

© f(@)
Pour démontrer ce résultat par le calcul, on pose pour tout z > 0, p(z) = / f@t)dt+ / i) dt — xf(x).
0 0

x
D’apres le théoréme fondamental, x — / f(t)dt est dérivable et sa dérivée est z — f(x).
0

De plus, f est continue (car dérivable) et strictement croissante, donc elle admet une bijection réciproque continue
f~t: f(RT) — RT. De plus, puisque f est croissante et que f(0) = 0, on en déduit que Vx € R, f(z) > 0.

f
V>0, [C@)f 0= (@) - FO)

f()
olt F est une primitive de f~1. La dérivée de x /0 f7Ht) dt est donc x — f/(x)F'(f(z)) = f/(x)f(f(z)) =

xzf'(x).
Enfin, x — zf(x) est dérivable et sa dérivée est f(z) + zf'(z).
On en déduit que ¢ est dérivable sur [0; +oo] et que

Vo > 0,F(2) = f(z) + of (2) — 2 — af (x) = 0

0 £(0)
Ainsi, ¢ est constante sur [0; +00[, et comme F(0) = / f(t) dt+/ f7YH(t)dt —0 = 0 car f(0) = 0 d’aprés ’énoncé,
0

on en déduit que F' est constante égale a 0, d’ou 1’égalité voulue.
Soit (a,b) €]0, +oo[?.
Reprenons la figure de la question 1 pour des valeurs de a et b quelconque :

b

a

On comprend pourquoi la somme des deux intégrales excede I'aire du rectangle d’aire a X b.
On raisonne par disjonction de cas selon que b > f(a) ou b < f(a).

> Supposons que b > f(a) (cas représenté sur la figure ci-dessus). Alors, V¢t > f(a), f~1(t) > a car f~! est croissante.

b f(a) b
Alors,/ () dtz/ f—l(t)dt+/ adt.
0 0 f(a)

a b a f(a)
/Of(t)dt+/0 f <t>dtz/0 f(t)dt+/0 S0 dt + alb — f(a))

©N0S
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>af(a)+alb— f(a)) d’apres la question précédente
> ab

> Supposons que b < f(a). Alors, Vt > f=1(b), f(t) > b car f est croissante.
On a donc

/Oaf(t)dt+/obf(t)dt=/ofl(b)f(t)dt+/fa f(t)dt—i—/obf(t)dt

()

F7m) a b
2/ f(t)dt+/ bdt+/ FHE) dt
0 F1(b) 0

£ b
Z/o f(t)dt+/0f (t)dt +b(a— f~7(D))

> O () +bla— (D)) d’apres la question précédente
>bf (b)) +ab—bf 1 (b)

Correction de 1’exercice 11 :
1) Pour tout t € [0,1], fo(t —t%) =1

x x
Pourtoutxe[0,1}7]‘1(:10):1—1-/ fo(t—t2)dt:1+/ ldt=1+=
0 0

Pour tout x € [0, 1],

fa(z) =1 +/0w fi(t—t?)dt

=1+/ (1+t—t*)dt
0

2 37"
=1 t+ — — —
+[+2 3]0
- +x2 3
= €T _— = —
2 3

2) Pour tout entier n, f, > 0 entraine f;,; > 0 donc f, 4 croissante. Si f,41 est croissante, comme fy,41(0) = 1 on
en déduit que f, 11 est positive. Puisque fy > 0 on en déduit par récurrence immédiate que pour tout n € N, f,, est
croissante et positive.

Soit x € [0, 1] fixé. D’apres la question précédente, on conjecture que la suite (f,,(z))nen est croissante.
Montrons par récurrence que pour tout entier n on a Vz € [0,1], fo41(z) — fn(z) >0

— Initialisation : Vz € [0,1], fi(z) — fo(x) =142 —-1=2>0.
— Hérédité : Supposons que Vz € [0,1], fri1(z) — fu(x) > 0.
Alors,

Vo € [0,1], frio(®) — fagi(z) = (1 + /Om Frg1(t — tz)dt> - (1 +/0$ fult —t2)dt>

- /oz<fn+1<t — 1)~ fult— ) dt

>0

car Vt € [0,1], fuy1(t — t2) — fu(t — t?) > 0 par hypothese de récurrence

— Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € Non a Va € [0,1], fnt1(z)— fu(z) > 0.

On en déduit que quel que soit x € [0,1] fixé, la suite (f,,())nen est croissante.
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3) On raisonne par récurrence, on note pour tout n € N*, P(n) : Vo € [0,1], 1 +z < f,(z) < e”.

— Initialisation : On a déja montré que Va € [0,1], fi(z) = 1+ 2 > 1+ z, et on sait que Vz € R, e* > 1 4 z (par
étude de la fonction g : z +— e* —z — 1 par exemple).
Ainsi, P(1) est vraie.

— Hérédité : Supposons que P(n) soit vrai pour un certain rang n € N*.
Alors, Vo € [0,1], 14+ z < fu(z) <e”.
On a donc, Vt € [0,1],1+t — 12 < fo(t — t2) < =",
Le polynéme t — t? a deux racines, 0 et 1, on en déduit ses variations :

=N

t—t? /

0

\o

x T

Ainsi, on a déja vVt € [0,1],1 < f,(t —¢?). On en déduit que Vz € [0,1], 1+/ fu(t—12)dt > 1+/ 1dt > 1+z.
0 0

Ainsi, frop1(z) > 1+ .

Pour démontrer 'autre inégalité, on utilise le fait que Vt € [0, 1], ¢t — 2 < t donc e!~** < e’. En intégrant I'inégalité
falt —12) < =% sur [0, 2], on obtient

/fn(tftz)g/ etdt <e®—e
0 0

xr
Ainsi, fyi(x) =1 +/ fot —t3)dt <1+e* —1<e”.
0
— Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € Non a Vo € [0,1], 1+ < f,(z) < €®.

4) Pour un réel z fixé, la suite (f,,(z))nen est croissante d’apreés la question 2 et majorée par e”, donc cette suite converge.
On note f(z) la limite.

5) Par récurrence immédiate, pour tout entier n, f, est dérivable.
D’aprés le théoréme fondamental, Va € [0,1], /1 (z) = fo(z — 2?) < 6?7 < e? <ecarx € [0,1].
Ainsi, e est un majorant de |f},, ()| sur [0,1]. Soient (z,y) € [0,1]?, d’apres I'inégalité des accroissements finis on a
|fat1(z) = fat1(y)| S elz —y]
Puisque les suites (fr+1(2))nen et (fnt+1(¥))nen convergent respectivement vers f(z) et f(y), on en déduit par passage
a la limite que |f(z) — f(y)| <elz —y|.

6) Montrons que pour tout a € [0, 1], }gr}l f(x) = f(a).

Soit a € [0, 1] fixé, pour tout = € [0,1] on a :

0<[f(z) = fla)| < efz —a

et lim e |x — a| = 0 donc par encadrement lim |f(z) — f(a)] = 0 donc lim f(z) = f(a). Ainsi f est continue en a, et ce
r—a T—a r—a

raisonnement est valable quel que soit a € [0, 1] donc f est continue sur [0, 1].
Correction de ’exercice 12 :

a)
-/Ol(x—kl)e””dx: [(x+1)eﬂ3—/01eﬂﬂdx

=2e—1—[e"]}
=2e—1—e+1

/ xsing = [—mcosx]g—/ —coszdx
0 0
= —7(—1) + 0+ [sinz]j

=T
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c)
/le 2% In(x) de = {i ln(ac)] - 19 % X 1 dz
64 4 e 1‘3
= Zln(e) — —1In(1) — ! de
e4 .134 e
T4 [16] ]
et et 1
T4 1616
_ et +1
16
d)
n(2) n(2)
/1 (2 + 3z) e” = [(2® + 3z) e:c}i)n@) _ /1 (2z + 3) " dx
0 0
= ((In(2))? + 31n(2)) e —0 — ([m +3) ey ® — / " w)
0
— 2(In(2))% +61n(2) — (2(2In(2) + 3) — 3) + [2¢*]M?)
=2(In(2))? +61n(2) —4In(2) — 6 +3 +4 —2
= 2(1n(2))* + 21n(2) — 1]
e)
< In(t) se? [ In(t)
/1 Tdt: [(In())?] —/1 —=dt
< In(t) _ 212 2
2 [ = (o)) = (1n(1)
/Cz _ (n@)? _,
. 2
f)

—/2 — e cosfdo
0

=—e? cos(g) — (—1cos(0)) + [’ sin 6] ; 7/ e?sinf do
0

/E e’ singdo = [—e‘gcosﬂ
0

[=JVE)

N
[SE]

jus

2/2 e?sinfdf =1+ e sin(r/2) — 0
0

™

2 1 .
donc / eesin0d9:§(l+e7)
0

Correction de 1’exercice 13 :

1)
/11nxdx:/1 1 xInzdx

:[xln(ﬂv)]l—/1 —dz

(D& 16/77
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=e—0—(e—1)
=1
2)
/1C(1n(a:))2 = [m(ln(m))Q]i - /: 2zlnz X %dx
=e—0— /BQIH(JL‘)
=e—2zlnx —z|]
=e—2(e—e—(0—1))
=e—2
3)
/o arctan(u) du = [uarctan u](lJ —/0 H—Lu?du

_1 1
= arctan(1) — 3 In(1+ uz)}
] 0

T 1

Correction de 1’exercice 14 :

1) Par intégration par partie, comme f est C', on a

b
I, = [—if(t) cos(nt)} + /b %f/(t) cos(nt) dt

_ f(a) cos(na) — f(b) cos(nb) N %Jn

n

f(a) cos(na) — f(b) cos(nb)
n
f est continue sur [a, b]. Une fonction continue sur un segment est bornée. Il existe un réel M tel que pour tout z € [a, b],

|f(z)| < M. De plus, Va € [a,b], ]| cos(nz)| < 1.
On en déduit que |f(a)cos(na) — f(b) cos(nb)| < |f(a)| x | cos(na)| + |f(b)| x |cos(nb)| < 2M

tend vers 0.

Il ne reste plus qu’'a montrer que la suite (u,) définie par u, =

2M
Ainsi, pour tout n € N, |u,| < — donc u,, —— 0.
n n— 00

2) f est C! sur [a,b] donc f’ est continue sur [a,b]. Une fonction continue sur un segment est bornée donc il existe @ € R
tel que Vz € [a,b], |f/(2)] < Q.
Alors,

b
| Jn| = / 1 () cos(nt) dt

b
< [ 17@) cosun)

b
S/Mdt

car Yn € N,Vt € [a,b], |cos(nt)| < 1.

< M((b-a)

Donc |J,,| est majoré par M (b — a) donc J, est bornée.
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1
3) Comme J,, est bornée on en déduit que lim —.J, =0 donc que lim I, = 0 par somme de limites.
n—-+oco n n—-+oo

Correction de 1’exercice 15 :

1 n+171
1) VneN,Vue[O,l],Ogu”eugu”edoncoglnge/ wdu=-e Y = .
0 n+1], n+l
Or lim ° =0donc lim I, =0.
n~>+oon—|—1 n—+oo

2) Par intégration par partie, pour tout entier naturel n on a

I, = u"tt et 1_/1 untt et du
e 1
n+l n+1

In-i—l

3) D’apres la question précédente, (n+ 1)1, = e—1I, 41 et I4q —+> 0 donc lirf (n+ 1)1, =e.
n——+0oo n——+o0

e e

~

Ainsi, I, ~ .

Correction de ’exercice 16 :
1) f est de classe C! et M est un majorant de |f’(t)| sur [a,b]. D’aprés I'inégalité des accroissements finis, pour tout
te [a,b] ona |f(t) — fa)l < Mt —al et [f(b) — F()] < MJb—t| done |f()| < M(t — a) et |f(t)] < M(b—t). Le

a
probléme est symétrique par rapport a

/a " fo)at

, on sépare l'intégrale en deux :

a+b

/aT F(t)dt+ /i Ft)dt

[, s

/GT £(t) dt
</ |ﬂmw+/bvat

< +

a+b
2
a+b

afb b
g/ M(t—a)dt+/ M(b— 1) dt

M a+b 2 M a+b\’
< = _ - —
—2<(2 “>>+2(b 2)

. % ((1)—4@2 .\ (b—4a)2)

M(b— a)?
4

<

2) L’inégalité précédente est une égalité si et seulement si chacune des inégalité utilisées sont des égalités. Ainsi, pour tout
t € [a, “E], | f(t)| = M(t — a) et pour tout t € [“E2b], |f(t)| = M(b—t).
On a donc Vt € [a, %F2], f(t)? = M?(t — a)? et Vt € [£20], f(t)? = M?(b—t)2.
Or f? est dérivable comme carré d’une fonction dérivable. Sur [a, %F%] on a f/(t) = 2M?(t — a) et sur [%2,b] on a
b— b—
F1(t) = —2M2(b — t). Ainsi, f/(%$2) = 2222 a

= —2M?
fonction nulle.

, ce qui n’est possible que si M = 0, donc f est la

Correction de 1’exercice 17 :

HDu=t?+l<t=yu-1
du = 2tdt

® o2 1822
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1 2 1241
2tIn(t2 + 1 1
/ D) gy - / 8 g,
o t°+1 0241 U
~ {(lnw»?r
2 1
~ (In(2))?
2
2) u=t"3 =t =ud
1 1
du==t"2/3dt = dt donc dt = 3u? du.
3 3(Vt)?
8 dt B %3u2du
L Vit Jor utud
2
_ T3 4
1 1+wu?
2
:{Qmu+u%L
= gln(S) - gln(2)
_ 3, <5>
2 2
1 1
N u==-<=t=—
t U
1 d
du = —= dt = —u2 dt donc df = — —
t2 u?
/1/3 dt _/1 u y (_du)
s W+t o J11 u?
_/8 —du
3w /%‘Fl
_ 8 du
3 \/1+U
= [2vT+ul;
=2v9—2V1
=2
4) u = e

du =etdt = udt donc dt = %

/Wﬁ>(ﬂ _/ﬁ du
0 elte Ji u(uty)

_/ﬁ du
N 1 u2+1

= arctan(v/3) — arctan(1)
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Correction de ’exercice 18 : D’apres la relation de Chasles,
a+T b b+T a+T
[ iwa= [ @ [ f@des [ fe)a
a a b b+T
b b+T a
:/ f(x)dx—i—/ f(:r)dx—i—/ flu+T)du enposant u =x — T, du = dz
a b b
b b+T a
:/ fx) dx+/ f(z) dx+/ fu)du car f est T-périodique
a b b
=ity f(x)da + / f(x)dx d’apres la relation de Chasles
b+T
:/ flz)dx
b
Correction de ’exercice 19 :
1) On pose u = g —t donc du = —dt. Ainsi on a
z 0 _
/ . cos(t / cos (3 —u) du
o sin(t) +cos ESIII(**U)‘FCO T —u)
/T2r cos 5 — u)
= du
0 slnf—u —i—cos(g )
T sin(u L
/ par application des formules de trigonométrie.
0 Cosu + sinu

2) On en déduit uezxﬁmdt_/gwsfﬂm_/%dt_ﬂ dyoﬁﬁmtdt_
4 sint +cost sint + cost P sint +cost
0 0 0 0

En posant 2 = sint, on a dz = costdt et cost = /1 —sin’t = v/1 — 22 sur l'intervalle [0, zl
Ainsi,

N

/g costdt _/Sm(g dx
o sint+cost  Jsno) x+V1—x?

- /0 V1i—-224+2
Jut / dx T
on en conclut que —_— =,
a o Vi—a2+4+2 4
Correction de 1’exercice 20 :
1)
H 0
Wo z/ sin” (z) da
0
z
= / 1dx
0
B
2
©IolS
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™

Wy = /2 sin(z) dzx
0
= [ cos m]og
=- cos(g) + cos0
=1

2) Pour tout n € N, W, > 0 car c’est I'intégrale d'une fonction positive sur [0, ].

De plus, (W,,) est une suite décroissante. En effet, pour tout € [0, 3], 0 < sin(z) < 1 donc sin™ " (z) < sin"(z). Ainsi,
pour tout entier naturel n,

z
Wit :/ sin"*(z) dx
0

< /2 sin”(x) da
0

< Wy
(W,,) est donc une suite décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel £ > 0.
T
3) On pose le changement de variable t = 5~ x, donc dt = — dx.
On a donc

s

3
4) On en déduit que Wy = / sin?(z) dr = / cos?(z) du.
0 0

donc

3 3
2W, = / sin?(z) dz + / cos® v dx
0 0

= /5 (sin?(z) + cos?(x)) dz
0

/ ldzx
0

(SE]

On en déduit que | Wy = % .

5) Pour tout entier naturel n, on a par intégration par partie

s

Whio = /05 sin"™?(z) dz = [— cos(z) Sin"H(x)]O% - /0 —cos(x) x (n+ 1) cos(z) sin" (z) de

NIE]
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™

=0+ (n+1) /05 cos?(x) sin™ (z) da

=(n+1) /05(1 — sin?(x)) sin”(z) dz

s s

=(n+1) /05 sin”(x)dz — (n + 1)/2 sin" 2 (z) da

0
=n+ D)W, —(n+ 1) Wy

On en déduit donc

(n+2)Whpo=mn+1)W,

n+1

Wn = n
+2 n 4+ 2

6) Montrons que la suite ((n + 1)W"W”+1)neN est une suite constante.
On note pour tout n € N, V;, = (n + 1)W,,W,, ;1. Alors

VneN, Vo =+ 2)Wo Wiy

1
=(n+2)Wyi1 %Wn d’apres la question 5

= (n + 1)Wan+1
= Vn

donc (V,,) est bien une suite constante, et de plus Vo = (0 + 1)WoW; = 1 x g x1= g d’apres la question 1.
Finalement, pour tout n € N, V,, = g donc (n+ L)W, W, 11 = g

7) On a montré a la question 2 que (W,,) convergeait vers un réel £.

s 7r
Pour tout n € N, W,,W, = ——— d’apres la question précédente. Or lim W, = lim W, 3 =fet lim ——

Wit =507 p q p oo e T O Wntl n—+too 2(n + 1)
0 donc par passage a la limite on obtient £2 = 0 donc .
Intéressons nous maintenant a la suite .

n+1
On a montré a la question 2 que (WW,,) était décroissante, ainsi pour tout entier n on a Wy,41 < W, et W40 < W41,
n—+2 w, w,
Ainsi, "_ > 1 et de plus, T2 m> % >1car W, >0.
Wn+1 n+1 Wn+2 Wn+1
.on+1 s L 4
Comme lim =1, on en déduit par théoreme d’encadrement que lim ntl .
n—4oco N + 2 n—+oo Wn
T

™
On a ainsi W,, ~ i1, donc d’apres la question précédente 5= (n+ )W, W,i1 ~ nW2. Ainsi, /W, ~ —
n n— oo

1—00 n—oo \| 2

[m
d li n =4/ =-
onc lm VW, 5

8) Pour tout n € N, d’apres la question 5, on a

2n—1
Wgn_ 9 W2n72
n
(2n —1)(2n — 3)
- Way_
2n(2n — 2) et
_@2n-1)x(2n—-3)x---x1
T amx(@n-2xx2 W
_(2n—1)><(2n—3)><-~-><1xﬁ
X (2n—2)x---x2 2

© 22,22
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C(@2n-1)x2n—=3)x---x1)x2nx (2n—-2)x--- X2 7
- 2nx (2n—2) % - x 2)? ar)
— (2n)! U
_22”><(n><(n—1)><~-~><1)2x§

@) o7

T 22n(p)2 2

Pour le rédiger plus rigoureusement, on raisonne par récurrence :

i o w =
— Initialisation : Pour n =0, Wy = 5 et X022 3’ donc I’égalité est vraie au rang 0.
2n)!
— Hérédité : Supposons qu’il existe un entier naturel n tel que Ws,, = 22(71()')22, et montrons que Wa,12 =
n!
@Cn+2)! =
22n+2(p +1)12 2°
Alors,

Watns1) = Wan2
_2n+1
T o2
2n+1)@2n)! =
(2n + 2)227(n!)? 2

d’apres la question 5

par hypothése de récurrence

(2n + 2)! T ltinliant n+2
= — en multipliant par
(2n + 2)222n (nl)2 2 prant pat o 7
B (2n +2)! ™
©22(n 4 1)222n(p!)2 2
B (2n+2)! 7w
C2202((n 4+ 1)1)2 2
donc I'égalité est vraie au rang n + 1
2n)!
— Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € N on a Wy, = 22((71)')27;
n(n!
Correction de l’exercice 21 :
1) On fait le changement de variable x = sint, donc dz = cost dt.
On a donc
1 sin(%)
/ V1—22dx = V1—22dx
0 sin(0)
H 2
/ \/1 —sin®(t) costdt
0
B
= / cos(t) cos(t) dt
0
car sur [0, %] on a cost = \/1 —sin®t
B 2t
= / %S() dt d’apres la formule de linéarisation du cosinus
0

LNy )

2) Notons pour tout entier naturel non nul n, S, = E 5
n
k=1

© 23/77
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1Zf<k) avec f:x+—> /1 — 22,

Or f est une fonction continue sur [0, 1] donc d’apres la propriété des sommes de Riemann, .S,, converge et

lim Sn:/lf(a:)dx
0

n—-+oo

1
:/ V1—z2dx
0

On calcule cette intégrale a I’aide de la question précédente :

1 z .
/ ﬁ_mgdx:/ 1+cos(2t) o
0 0

2

£l 2 cos(2t)
—dt dt

™ sin(2t)12
=+

1 1,
_T sin(w)  sin0 G
4 4 4 4

n

.. . n? — k2 T
Ainsi | lim E 5 =
n—-+oo P n 4

Correction de 1’exercice 22 :

1) Par intégration par partie :

i Ry

d
1+zx .

/0 In(1+z)de =[(1+2z)In(l +2)], — /O

Remarque : on pouvait aussi faire le changement de variable u = x+1 et utiliser la primitive x — xlnzx—x de z — Inz.

2) u, n’est pas sous forme de somme, on s’intéresse a la suite (v,,) définie pour tout n € N* par v, = In(u,).
VYn € N*, v, = — (In((2n)!) — In(n") — In(n!))

2n n
= (Zlnk—nlnn—Zln)
k=1 k=1

Sl— 3

S|

2n
= (Z lnkj—nlnn>

k=n-+1

Zln(n+j) —nlnn

S|

(Z(ln(n +7)—lnn)

j=1

3=

QOB

BY NC
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_isy (1 n j)
n < n
J=1
—) n

J

3=

avec [ : x> In(1 + z) continue sur [0, 1]

1
Ainsi, d’aprés la propriété des sommes de Riemann, (v, ) converge et HI_P Uy = / f(z)dx = 2In(2) — 1 d’apres la
n——+0oo
0

question précédente.

Puisque Vn € N* u,, = €%, on en déduit que (u,) converge et que lim wu, = e? In(2)=1 par composition de limites.

li
n——+0oo

Ainsi, | lim u, = ("®)2e7t =4e7!
n—-+oo

(D& 25/77

BY NC



